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Je tiens à remercier Frédéric Blanqui pour son aide et son soutien dans
la découverte et l’exploration de ce domaine. Je remercie aussi Pierre-Yves
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Introduction

Le modèle des systèmes de réécriture est un modèle classique de calcul.
Mais l’étude de la complexité dans ce modèle est un sujet assez peu étudié
ainsi que les liens avec la complexité dans le modèle des machines de Turing.

Jean-Yves Marion et d’autres ont proposé une approche de l’étude la
complexité des systèmes de réécriture afin de proposer une caractérisation
de la classe PTIME dans le but de fournir un critère de terminaison. D’autre
part, Frédéric Blanqui et d’autre chercheurs ont étudié un système d’anno-
tation de type fournissant une borne supérieure sur la complexité en taille
de certaines fonctions définies par un système de réécriture, dans le but de
fournir un critère de terminaison.

Dans le cadre de ce stage nous nous sommes intéressé à la notion de
complexité dans les systèmes de réécriture et nous avons essayé d’enrichir
le système d’annotations de type pour ajouter une information sur la com-
plexité des calculs en fonction de la taille du terme de sortie. Enfin, nous
nous sommes intéressé à la vérification de bornes supérieures de complexité
dans des systèmes de réécriture.
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1 Définitions de la complexité en temps

1.1 Min ou Max

1.1.1 Définitions

Les auteurs n’emploient pas tous la même convention pour définir la
complexité en temps d’un système de réécriture. De manière générale nous
nous intéresserons à la complexité d’un système de réécriture confluant qui
termine.

Dans ce qui suit, nous noterons → un relation de réécriture, →∗ sa
fermeture transitive réflexive et →! la sous relation de →∗ tel que si l →! r
alors r est une forme normale (ie. il ne peut plus être réduit).

– Jean Yves Marion et Jean Yves Moyen (dans [?] par exemple) définissent
la complexité d’un calcul l→! r réalisé par un système de réécriture S
sur une entrée l comme la taille de la plus courte dérivation l→∗ r. La
complexité du système de dérivation est une fonction cS de N→ N tel
que cS(n) est le maximum de la complexité des calculs sur des entrées
de taille inférieure à n.

– A l’inverse d’autres auteurs (comme par exemple dans [?]) considèrent
que la complexité d’un calcul d’entrée l est la taille de la plus longue
dérivation l →∗ r (pour r une forme normale). La complexité du
système est défini comme précédemment.

Ces deux points semblent a priori differents et peuvent se jusitifer par la
difference de points de vus des auteurs. Par exemple Marion ne s’interesse
pas à la terminaison des programmes.

Nous allons étudier les liens entre ces deux définitions dans ce qui suit.

1.1.2 Problèmes posés par ces deux définitions

La définition utilisée par Jean Yves Marion et Jean Yves Moyen peut
poser problèmes mais pour certains systèmes de réécriture aucune différence
n’existe entre les deux définitions :

– Il n’est pas évident qu’une procédure de complexité bornée par un
polynôme puisse être calculé par une machine de Turing (du fait de
l’existence de paires critiques) en temps polynomial.

– Dans un systèmes de réécriture orthogonal il est possible de trouver
des système pour lesquels la complexité (dans le cas ou la définition
utilisant le minimum) est polynomiale et exponentielle dans le cas où
la définition qui utilise le maximum.

– Jean Yves Moyen définit la complexité en espace d’un calcul l →! r
comme le minimum (sur l’ensemble des dérivations possibles l →! r)
des tailles du plus long terme rencontré d’une dérivation l→∗ r. Ainsi
il n’est pas évident que l’on puisse trouver une dérivation qui à la fois
a une longueur correspondant à la complexité en temps et dont tous
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les termes ont une taille inférieure ou égale à la complexité en temps
de ce calcul.

Nous allons donner un argument en faveur du premier point.

Propriété 1. Si une machine de Turing déterministe peut simuler les calculs
d’un système de réécriture déterministe avec seulement une augmentation
polynomiale du nombre d’opération par rapport à la complexité du calcul
pour le système de réécriture, alors P = NP

⋂
Co-NP.

Mais si on prend la définition de la complexité comme étant le maximum
de la longueur des dérivations alors clairement une machine de Turing peut
simuler les dérivations de complexité polynomiale en temps polynomial.

Démonstration. Précisons certaines notations utiles pour cette démonstration :
Nous considérons des machines de Turing travaillant sur les mots de A∗,

tel que
– Lorsque x ∈ A∗ nous noterons |x| la taille du mot x.
– Lorsque L ⊂ {0, 1}∗ est un langage nous noterons L la fonction ca-

ractéristique de cet ensemble. Ainsi L(x) = 1 si x ∈ L et L(x) = 0
sinon.

– Les machine de Turing qui répondent à un problème de décision re-
tournent 1 si l’entrée est accepté et 0 si elle ne l’est pas.

Montrons d’abord comment simuler une machine de Turing déterministe
par un système de réécriture linéaire gauche tel que chaque étape de réduction
du système de réécriture corresponde à une étape de calcul de la machine
de Turing de départ. Cest construction est inspiré de l’article [?].

La configuration d’une machine de Turing peut être représenté comme un
mot sur un alphabet A∪ {#i} où A est l’alphabet de travail de la machine
de Turing. Nous supposerons que le caractère blanc est contenu dans cet
alphabet. Le mot 4aiai+1 . . . ak−1#jak . . . an4 où 4a1 . . . an4 ∈ A∗ est
le mot écrit sur la bande de la machine de Turing, i est la position du
premier caractère non blanc sur la bande de calcul, k la position de la tête
de lecture et n est la position sur la bande du dernier caractère non blanc.
Nous supposerons que 4 dénote le caractère blanc et donc est reconnu par
la machine de Turing comme tel. Pour chaque transition de la machine de
Turing du type

δ(qm, α) = (→, β, qp)

nous ajoutons au système la transition

#mα→ β#p

et pour la transition du type

δ(qm, α) = (←, β, qp)
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pour chaque γ ∈ A nous ajoutons la règle de réécriture

γ#mα→ #pγβ

On vérifie alors assez facilement que ce système est linéaire gauche et
que chaque étape de réduction correspond exactement à une étape de calcul
de la machine de Turing. Dans la suite pour décrire différentes phases de
calcul nous ajouterons un deuxième indice aux #i pour décrire la phase de
calcul. Ils seront ainsi notés #k

i .
Soit L ∈ NP

⋂
Co-NP. Il existe alors une machine de Turing T travaillant

en temps polynomial tel que pour tout x ∈ A∗ il existe un certificat cx
de taille P (|x|) où P ∈ N[X] tel que T (x, cx) = L(x). En effet, si x ∈
L alors un tel certificat d’appartenance à L existe car L ∈ NP. Sinon il
existe un certificat de non appartenance car L ∈ Co-NP. En vérifiant donc
successivement si cx est un certificat d’appartenance ou de non appartenance
la machine T peut déterminer en temps polynomial si x ∈ L ou non (si cx
est un certificat).

Nous allons proposer un système de réécriture qui génère « aléatoirement »
un certificat c de taille P (|x|) puis tester ce certificat (si le certificat est cor-
rect alors on pourra conclure immédiatement que x ∈ L ou x 6∈ L). Pour
assurer que ce système est déterministe dans le cas où le certificat généré
n’est pas le bon, nous allons tester ensuite tous les certificats de longueur
P (|x|). Cette branche du calcul sera évidemment exponentielle mais comme
nous ne nous intéressons qu’à la complexité dans le meilleur des cas elle ne
changera pas la complexité.

Il est facile de décrire une machine de Turing T1 déterministe qui avec
l’entrée x écrit en temps polynomial 4x1P (|x|)4 en sortie et place la tête
de lecture en état final entre x et 1P (|x|). Considérons alors le système de
réécriture correspondant S1 à cette machine de Turing. Nous utiliserons ici
des symboles #i indicé par un 1 : #1

i . Les termes normaux de ce système
sont donc 4x#1

f1P (|x|)4 pour qf un état final de T1.
Nous ajoutons les règles de réécriture #1

f → @ qui efface l’informa-
tion sur la tête de lecture et la remplace par un séparateur @ lorsque un
état final qf de la machine de Turing est atteint et donc permet d’obtenir
4x@1P (|x|)4. Les règles suivantes sont ensuite ajoutées :

@1→ @0#1

#1→ 1#

#1→ 0#

Nous obtenons alors ainsi le mot 4x@0c#4 où c est un mot de {0, 1}
arbitraire.

Ensuite nous passons la main à un second système simulant une machine
de Turing T2 avec la règle #4 → #2

initial4 (avec qinitial l’état initial de la
machine T2).
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Décrivons comme un algorithme ce que fait T2 (la transformation en
système de réécriture peut alors facilement se faire) :

– Sur l’entrée 4x@0c4 si c est un certificat qui permet de conclure que
x ∈ L alors tout effacer et retourner 1.

– Sur l’entrée 4x@0c4 si c est un certificat qui permet de conclure que
x 6∈ L alors tout effacer et retourner 0.

– Si 4x@0c4 n’est ni un certificat de x ∈ L ou de x 6∈ L alors effacer c
et essayer successivement tous les entiers de [0, 2P (|x|)+1 − 1]. S’il est
un certificat de x ∈ L ou de x 6∈ L alors on s’arrête et on retourne la
réponse.
S’arrêter quand on trouve un certificat de x ∈ L ou de x 6∈ L et
retourner respectivement 1 ou 0.

Nous ajoutons la règle #2
f → ε qui permet d’effacer la position de la

tête de lecture une fois que la machine T2 a atteint un état final (et donc le
système de réécriture associé a atteint une forme normale).

Nous pouvons nous convaincre que tel qu’est construit ce système les
différentes phases du calcul se déroulerons nécessairement comme prévu.
Nous pouvons alors prendre comme système de réécriture le système qui
correspond à l’union de toutes les règles décrites précédemment.

Ainsi le système de réécriture a bien une complexité polynomiale (si
on prend comme définition de la complexité, le minimum de la taille des
dérivations) et est déterministe car toute exécution sur une entrée bien
formée aboutira bien au résultat L(x) car tant que nous n’avons pas trouvé
de certificat, nous testons les mots de {0, 1}P (|x|) et comme nécessairement
un certificat de taille P (|x|) existe, nous allons le trouver.

Remarque Dans la démonstration précédente nous avons utilisé 3 systèmes
de réécriture S1, S2 et S3 que nous avons fait agir l’un après l’autre dans
un seul système de réécriture sans règle de priorité. De manière générale,
une telle transformation est possible si les termes normaux des systèmes
contiennent tous une chaine finie de caractères qui n’apparait dans aucun
autre terme.

Autre point de différentiation des deux définition Considérons la
réduction du terme f((ack(sn(0), sn(0))), 0) sur le système de réécriture :

ack(0, n)→ s(n)

ack(s(m), 0)→ ack(m, s(0))

ack(s(m), s(n))→ ack(m− 1, ack(m,n− 1))

f(a, b)→ b
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La dérivation la plus longue est alors de taille supérieure à ack(n, n) + 1
alors que la plus courte est de taille 1. Ainsi les deux définitions de complexité
se distinguent nettement dans ce système.

1.1.3 Cas de recouvrement des définitions

Comme nous l’avons vu dans certains cas, les définitions précédentes
divergent et peuvent se retrouver en contradiction avec les modèles standards
de la complexité. Cependant, dans certains cas, ces définitions se rejoignent.
Nous allons étudier certains de ces cas.

Propriété 2. Pour les systèmes de réécriture sans paire critique, toutes
les réductions innermost ont la même taille et aboutissent à la même forme
normale.

Démonstration. Nous allons procéder par induction sur la formation des
termes.

Le théorème est vrai sur les variables car ce sont des termes irréductibles.
Pour réduire un terme f(h1, . . . , hn) en réduction innermost, nous devons

normaliser chaque terme hi pour pouvoir ensuite appliquer les règles portant
sur h.

Si nous réduisons d’abord un sous terme de hi puis un sous terme de hj
alors nous aurions pu réduire d’abord hj puis hi.

Ainsi nous pouvons permuter l’ordre des réductions de telle sorte que
nous mettions d’abord h1 sous forme normale, puis h2 et ainsi de suite
jusqu’à hn.

Nous pouvons permuter ainsi toutes les réductions. Par hypothèse d’in-
duction, toutes les réductions de h1 ont la même longueur et aboutissent
au même terme. Les réductions de h1, . . . hn ont alors toutes la même lon-
gueur et aboutissent toutes au même n-uplet que nous noterons (r1, . . . , rn).
Comme il n’y a pas de paire critique, nous pouvons réduire f(r1, . . . , rn)
d’au plus une seule façon et nous permet d’aboutir à un nouveau terme t.

Nous avons ainsi prouvé que les réductions innermost par un système
sans paire critique sont toutes de la même longueur.

2 Cas des fonctions récursives primitives

Afin de simplifier l’étude, nous allons nous intéresser aux fonctions récursives
primitives.

Commençons alors par définir l’ensemble des fonctions récursives primi-
tives :

Définition 1. L’ensemble des fonctions récursives primitives est le plus
petit ensemble formé par les fonctions suivantes :
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– La fonction identiquement nulle : 0 : Nat
– La fonction Successeur : Succ : Nat→ Nat
– Les projections : pi(x1, ..., xk)→ xi

Et en itérant les deux constructions suivantes :
– La composition de fonctions : si g1, g2, . . . , gk sont récursives primi-

tives d’arité n et si h est récursive primitive d’arité k, alors la fonction
f = h(g1, ..., gk) est une nouvelle fonction récursive primitive d’arité
n.

– La définition récursive d’une fonction (aussi appelée schéma µ) : Si
g est récursive primitive d’arité n, et h récursive primitive d’arité 3,
on définit une nouvelle fonction récursive primitive µg,h d’arité n+ 1
par : {

µg,h(0, ~y) = g(~y)
µg,h(Succ(x), ~y) = h(x, µg,h(x, ~y), ~y)

Pour un terme donné, toute réduction aboutit à un unique terme de la
forme Succn(0). Nous définirons alors la taille d’un terme comme le succes-
seur de l’entier dénoté par sa forme normale. Ainsi l’entier Succn(0) aura
une taille n+ 1.

Nous allons présenter un système d’annotation de types qui permet de
fournir une borne supérieure de la complexité en espace et en temps pour le
calcul de certaines fonctions.

Intuitivement, pour la complexité en espace, nous allons noter Natk le
type d’un entier qui a une taille inférieure à k et Nat(α1,...,αn) le type d’un
n − uplet tel que la composante i est de taille inférieure à αi (de manière
générale nous dirons que le vecteur a est plus grand que le vecteur b si
chacune des composantes de a est respectivement plus grande que celle de b).
Une fonction de type Natn → Natk aura ainsi une sortie de taille inférieure
à k pour toute entrée de taille inférieure à n.

Définition 2. Un terme est de type Natk si sa forme normal a une taille
inférieur à k.

Une fonction f est de type Natk1 → . . . Natkn → Natp si pour tous les
vecteurs (α1, . . . , αn) tel que pour tout i (tel que 1 ≤ i ≤ n) on a que αi est
de taille inférieure à ki alors f(α1, . . . , αn) est de taille inférieur à p.

Propriété 3. Les règles de typage suivantes fournissent alors un type ac-
ceptable (ie. correspondant à la définition) pour tous les termes.

0 : Nat1
régle du 0

Succ : Natn → Natn+1
régle du successeur
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pi : Natα1 → Natα2 → · · · → Natαn → Natαi
régle de la projection

g : Natn → Natn+kg h : Natn → Natn+kh

g ◦ h : Natn → Natn+kg+kh
régle de composition

g : Natn → Natn+kg h : Natm → Natn → Natp → Natm+n+p+kh

µg,h : Natn → Natm → Natn(n+m+kh)+m+kg
régle du µ

Nous considerons bien la taille des terme et non leur valeur et les termes
”+1” est absorber par les constantes.

Démonstration. Les trois premières règles découlent immédiatement de la
définition de la taille.

La règle de composition résulte trivialement du fait que l’application de
la fonction g sur une entrée de taille inférieure à n + kh produit une sortie
de taille inférieure à n+ kg + kh.

Pour la règle 4, nous allons raisonner par récurrence sur la première
variable notée x (celle sur laquelle la boucle a lieu).

– Quand x = 0 alors on a µg,h(0, ~y) = g(~y) et donc la fonction est du
type Natn → Natm → Natm+kg .

– Supposons alors que la fonction µg,h soit du type Natn → Natm →
Natn(n+m+kg+kh)+kh . Alors comme

µg,h(Succ(x), ~y) = h(x, µg,h(x, ~y), ~y)

alors la sortie de µg,hSucc(x) est de taille inférieure à :

|x|+ |µg,h(x, ~y)|+ |~y|+kh ≤ |x|+ |x|(|x|+ |~y|+kh) +kg + |~y|+ |~y|+kh

≤ (|x|+ 1)(1 + |x|+ |~y|+ kh) + |~y|+ kg

Remarques

L’annotation de la fonction successeur est assez contraignante. En effet,
en binaire un entier n a l’annotation n alors que sa taille réel sera dlog(n)e+1.
Ce système ne semble ainsi pas adapté à une représentation binaire des
entiers.
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2.1 De l’espace au temps

Nous allons ici essayer de borner le nombre de dérivations au maximum
dans le cadre d’une évaluation innermost. Pour cela, nous allons utiliser les
annotations de taille.

Comme pour les annotations de taille, nous allons ajouter une nouvelle
annotation au type indiquant la complexité des termes. Pour un terme
de type (t, C) alors C est une fonction tel que pour toute entrée de taille
inférieure à n (si le terme est une fonction et sinon alors C est une fonc-
tion constante correspondant à un majorant de la plus longue réduction du
terme) alors C(n) et un majorant de la plus longue réduction.

Propriété 4. Le système de typage suivant permet alors de correctement
(selon les définitions) typer la taille et la complexité des termes.

0 : (Nat1;n 7→ 0) zéro

Succ : (Natn → Natn+1;n 7→ 0)
règle du sucesseur

pi : (Natα1 → · · · → Natαn → Natαi ;n1, . . . , nn 7→ 1)
règle de projection

g : (Natn → Natn+kg ; Cg) h : (Natn → Natn+kh
; Ch)

g ◦ h : (Natn → Natn+kg+kh
;n 7→ Ch(n) + Cg(n+ kh))

règle de composition

g : (Natn → Natn+kg ; Cg) h : (Natn → Natn+kh
; Ch)

µg,h : (Natn → Natm → Natn(n+m+kh)+m+kg
; (n,m) 7→ t)

règle du µ

Avec

t = Cg(m) +
n∑
x=1

Ch(x+ x(x+m+ kh) + 2.m+ kg)

Démonstration. Les deux premières règles proviennent du fait que 0 et Succ
sont des constructeurs et donc comme on s’intéresse aux réductions inner-
most, la présence de ce constructeur ne change pas le nombre de réductions.

La règle de projection, résulte du fait qu’en réduction innermost il est
nécessaire d’opérer toutes les réductions des sous termes avant de pouvoir
réaliser la projection.

La règle de composition résulte du fait que pour calculer un terme
f(g(x)) en stratégie innermost, nous devons calculer la forme normale de
x puis calculer g sur ce terme (on obtient alors un terme de taille inférieure
à n+ kg et enfin f .

Nous allons démontrer enfin par récurrence la règle du schéma µ.
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– Lorsque n = 1 alors la première variable vaut 0 et alors le calcul de
µg,h(x, ~y) nécessite d’évaluer x (ce qui demande au plus i opérations), ~y
(qui demande au plus j opérations) et une fois ces évaluations réalisées
il ne reste plus qu’à évaluer g(~y), ce qui demande au plus Cg(|~y|) =
Cg(m) opérations. La propriété est donc vérifiée.

– On suppose alors que la propriété est vérifiée au rang n. On suppose
alors que la forme normale de x correspond a un terme de taille n +
1. L’évaluation de µg,h(Succ(x), ~y) = h(x, µg,h(x, ~y), ~y) nécessite de
réduire x et ~y. On obtient alors x ↓ et ~y ↓, les formes normales de x
et ~y. Il faut alors évaluer µg,h(x ↓, ~y ↓) ce qui nécessite t opérations,
avec :

t = Cg(m) +
n∑
x=1

Ch(x(x+m+ kh) + kg)

Le terme i + j a disparu car x ↓ et ~y ↓ sont déjà en forme normale.
La forme normale du terme µg,h(x ↓, ~y ↓) aura une taille inférieure
à n(n + m + kh) + m + kg et donc l’évaluation de h(x, µg,h(x, ~y), ~y)
demandera au plus Ch(n+n(n+m+kh)+kg +2.m). Nous avons ainsi
l’hérédité de la récurrence.

Ce système d’annotation de type nous offre un moyen de prouver une
borne supérieure de la complexité de la réduction dans le pire des cas pour
des fonctions récursives primitives.

2.1.1 Quand on sort du cadre

Dans le théorème précédent, les hypothèses faites sur les tailles sont
en réalité très restrictives et ne permettent pas, par exemple, de typer la
complexité de la multiplication de deux nombres par une borne polynomiale
(alors que cette fonction a habituellement une complexité polynomiale).

Une modification du schéma µ nous permet de fournir une meilleure
borne pour un certain nombre de fonctions. Ce schéma µ modifié est alors :{

µ′g,h(0, ~y) = g(~y)
µ′g,h(Succ(x), ~y) = h(µg,h(x, ~y))

L’avantage de ce schéma est que nous ne rappelons pas à chaque itération
le pas de l’itération et le vecteur ~y. On réduit ainsi la taille des entrées des
fonctions. Comme la complexité dépend de la taille des entrées, si nous
pouvons exprimer ainsi une fonction, cela nous permet de fournir une borne
meilleur de complexité.
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3 La vérification de bornes de complexité dans des
systèmes de réécriture

Nous nous plaçons ici dans le cadre générale des système de réécritures
confluents et qui terminent et nous ne considérons que les réductions inner-
moste.

Lors de ce stage nous avons essayé de trouver une méthode de vérification
de majorant de la complexité fournie par l’utilisateur dans le cas général
des systèmes de réécriture. Cependant, nous n’avons pas trouvé de moyen
général et simple. En particulier, la conjecture suivante permettrait de fa-
ciliter la vérification car elle permettrai de réduire la vérification de bornes
(données par l’utilisateur) aux règles de réécritures.

Conjecture 1. Soit un système de réécriture et un ensemble de fonctions,
tel que pour chaque f symbole de fonction on ait : Cf : N→ N.

Alors si pour tout symbole de fonction f et toute règle de la forme f l→ r
on a

c(f l) ≤ c(l) + Cf (|l ↓ |)

alors, pour tout symbole de fonction f et tout terme t on a

c(f t) ≤ c(t) + Cf (|t ↓ |)

4 Conclusion

De façon assez surprenante, la définition de la complexité pour les systèmes
de réécriture ne semble pas uniforme et les conventions peuvent varier en
fonction des intentions des auteurs. Nous avons alors essaye de comprendre
les liens et les différences de ces définitions. De plus, nous avons présenté
un exemple d’extension du typage pour fournir une borne supérieure de la
taille et de à la complexité sur les fonctions récursives primitives. Enfin,
nous avons ouvert une réflexion sur la vérification d’indication de bornes de
complexité dans un système de réécriture.
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